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はじめに 

 一般に測定の多くは方程式モデルのパラメータのシステム同定

と見なせる．しかし方程式の構造やパラメータが前提とする線形

性，不変性や一様性等が正確には成り立たないことが多い．これ

による同定誤差は多くの場合に測定誤差よりも影響が大きい．幾

つかの測定条件で同定されたパラメータであっても，さらに様々

な条件での測定を行えば，比較的大きな方程式残差として表れる．

従来の測定法[1]の信頼性評価には測定誤差だけが考慮されてきた．

そこで本論では，著者の拡散系の汎用モデルに関して最小二乗法

でパラメータ同定する既往の方法[2]を改善して，さらに新たに考

案した信頼性評価指標について述べる． 
パラメータの測定方程式 

 拡散系の空間的領域型の離散化モデルの骨組みは一般に(1)式の

完全連結システムの節点方程式で記述できる．これにより状態方

程式とも呼ぶ連立常微分方程式(2)が構成される．ここに xj，mi,j，

ci,j，ri,jは各々，節点 j の温度等の拡散ポテンシャル，節点 i に関す

る一般化容量，節点 j から節点 i への一般化コンダクタンス，熱流

等の発生源 j から節点 i への自由入力係数である．また n は未知数

扱いの，noは既知数扱いの節点数，ngは発生源の総数である． 
 
 
 
 この(2)式を次のパラメータの測定方程式(3)に変形する．一つの

節点まわりには既知パラメータが少なくとも一個あるとし，変数

xj か gj との積によって作られる項は左辺の y の中に移項する．ま

た被同定パラメータ mi,j，ci,j，ri,jによるベクトルをm，c，rとして，

これに係るマトリックスは D，X，G と定める．これらをまとめ

てサイズ naの aと n×naのZを定める． 
 
 
 
 

 測定時間間隔Δt，総測定時点数は nt で測定期間はT とする．(k-
1)Δt から kΔt までの線形補間積分により次式の yk，Zk を定義し

(6)をパラメータの測定方程式とする． 
 
 
 

最小二乗法の回帰式と解式 

 パラメータ a を最小二乗推定する回帰式を導く．パラメータ間

には，流量収支，伝導の対称性，伝導率等の上位のパラメータへ

回帰する際の従属関係等の拘束条件が存在する．これらは線形関

係式であるから，マトリックス Sとベクトル dによって(7)式で表

現される．(6)式と(7)式を束ねて(8)式の方程式誤差 eを定義する． 

 

 
ここで(8)式記述の簡単化のために，次の記号のベクトル b とマト

リックスFを導入する． 
 
 
 

こうして(8)式は次式で書き直される． 
 
 
 最小二乗化する評価関数 J を ekの総時点数 nt にわたる総和によ

って定義する．この J を aで微分して 0 とおいた(13)式から，最小

二乗解は(14)式となる．また非負最小二乗法[3]も(13)式から得られ

る方程式に適用できる． 
 
 
 
 
 
 
 
 また推定パラメータの誤差分散共分散マトリックスΛは，方程

式誤差の期待値マトリックスからの伝搬として計算すれば次式が

得られる． 
 
 
 
 この方程式誤差期待値マトリックスは残差からのものと測定誤

差からのものと二通り定義できる． 
方程式残差からの誤差伝播と決定係数 

 方程式残差は，(14)式による推定パラメータによって，(11)式と

同様な次の(16)式で計算される．  
 
 
 これにより方程式誤差期待値マトリックスは(17)式で計算され，

これを適用した場合のΛをΛa とする．単に nt で割らないのは，

na の分だけ自由度を下げたからである．次に決定係数の算出に必

要な残差二乗和は(18)式で計算される． 
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 総変動は次の(19)式で計算される．さらにこれらの残差二乗和と

総変動から決定係数は次の(20)式で計算される． 
 
 
 
 
測定誤差からの誤差伝播 
 温度や日射量の測定誤差やガス濃度やガス発生量の測定誤差分

散から推定パラメータへの誤差伝播を記述する．いま xi と gi の測

定値が瞬時的な観測誤差分散σx2 とσg2 を持つとする．これらの

xiと giをΔt の区間で積分した値と増分を時系列方向に総和して使

用するが，xiと giに関するΔt 積分結果の誤差分散 sσx2，sσg2や，

増分計算結果の誤差分散 bσx2は，誤差伝播則により次の様に計算

される． 
 
 
 
ここで測定データのベクトルと，これらが持つ誤差分散ベクトル

を次のように定義する． 

 

 

 

 

 

 

  bxk，sxk，sgk は各々真値に誤差 bsxk，ssxk，ssgk が加わったものと

見なす．パラメータの推定誤差原因は xj と gj の測定誤差だけとす

れば，真値の xjと gjは状態方程式誤差を0にする．また(7)の拘束

条件は測定誤差と無関係だから，(8)式等から次式が記述できる． 

 

 

 

 

 

 

 
このεkの上半分をuεkと表すことにする． 

 
 

状態方程式誤差が xj と gj の測定誤差だけに起因するとすれば，方

程式誤差uεkの期待値マトリックスは次式で計算される． 
 
 
 

 
 
 
 
これにより下半分のベクトルも加わったεk の期待値マトリックス

は次式で計算される． 

 

 

 
 ここに誤差 bsxk，ssxk，ssgkの間での共分散は0 であることと，こ

れら３つのベクトル内の要素間の共分散も 0 である性質を用いた．

また diag はこの括弧の中のマトリックスの対角要素だけによって

構成されるマトリックスを表す．この(33)式による方程式誤差の

期待値マトリックスを，(17)式のそれの代わりに用いることで，

測定誤差からの推定パラメータの分散共分散マトリックス mΛa が

計算される． 

 

 

 
モデル前提の不適合率 

 数学モデルの前提が，どの程度実現象で成り立っているかの判

断を，この mΛaに対してΛaの大きさを比較することによって行う

ことができる．ここで mΛaの j 番目の対角要素を mσλ
2
jjで，Λaの

j 番目の対角要素をσλ
2
jj で表す．これらの対角要素の平方根をと

って，次式の比率βを定義する．全ての対角要素についてのβを

平均化したものはモデル前提の不適合率と呼ぶことにする． 
 
 
 
このモデル前提の不適合率が大きい場合には測定の条件やモデル

に不適切なところがあると考えられるので，やり直す必要がある． 

 さらに不合理な負のコンダクタンスが推定された場合の状況か

ら考案した評価指標もあるが紙幅により割愛する． 

まとめ 

 多くの測定法は，実現象を単純化した方程式モデルでのパラメ

ータ推定である以上，モデル前提と実現象の食い違いは避けられ

ない．この信頼性評価指標として，最小二乗法に基づき，方程式

残差および測定誤差からの伝播式を導き，モデル前提の不適合率

と呼ぶ指標を定義した．今後は事例検討も行っていきたい． 
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